Examen blanc

Sujet N © 1

Matiere : Mathématiques
Classe : 2 Bac SVT&SPF

Année scolaire : 2024/2025

Durée : 3 heures

Instructions générales

e [’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
e Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant l'ordre qui lui convient ;

e [/utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter.

Composantes du sujet

L’épreuve est composée de quatre exercices et un probléme indépendant entre eux et répartis

suivant les domaines comme suit :

Exercice Domaine Bareme
Exercice 1 Suites numériques 02 points
Exercice 2 Nombres complexes 03 points
Exercice 3 Géométrie dans 1’espace 03 points
Exercice 4 Calcul de probabilités 03 points
Probleme Etude d’une fonction numérique 09 points

Notation : In désigne la fonction logarithme népérien.
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Exercice 1

Ug=5
Soit (un) la suite numérique définie par : (Vn c N); U, = 4u, -9
u,—2
1/ Montrer par récurrence que : (Vn € N); u, >3 .
2/ On pose pour tout neN ; w, = ! .
u,—3
a/ Montrer que (Wn) est une suite arithmétique.
b/ En déduire w, et u, en fonction de n.
¢/ Déterminer la limite de la suite (u,) .
3/ Calculer en fonction de nla somme : S, =Wy + W +----ee- +W, .

Exercice 2

1/ Résoudre dans C I’équation suivante : 22 -102+26=0

2/ Dans le plan muni d’un repere orthonormé direct (O;l];\?) , on considere les points A, B, Cet D d’affixes
respectives a=5—i, b=2+3i, c=4iet d =6+1.
Soit h I’homothétie de centre B et de rapport —2.

a/ Montrer que D est I'image du point C par I'homothétie h .
a-d 1.

b-d 2
¢/ En déduire que le triangle ABD est rectangle et que BD =2AD .

b/ Montrer que

3/ Déterminer 'ensemble des points M (z) du plan vérifiant : |Z—5+ i| :|Z—4i|.

Exercice 3

Dans l'espace rapporté a un repere orthonormé direct (O;T; ]; IZ), on considere les points

A(2;2;1), B(3;11), C(LL-1) et 1(2;0;2).

1/ Montrer que ABAAC =2i +2]-2K et en déduire que X+y—z—3=0 est une équation cartésienne du plan

(ABC).

2/ a/ Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par | et perpendiculaire au (ABC).
b/ Déterminer les coordonnées de H l'intersection de la droite (D) et le plan (ABC).

3/ On considere la sphere (S)de centre | et qui coupe le plan (ABC) en un cercle (C)de centre B et de rayon 1

a/ Montrer que la distance du point | au plan (ABC) est d (I ;(ABC)) =3.

b/ En déduire que le rayon de la sphere (S)est R =2 puis déterminer son équation cartésienne.

Exercice 4

Une urne contient 8 boules indiscernables au toucher : trois boules blanches numérotées 2-2-1, quatre boules
rouge numérotées 2-1-1-1 et une boule verte porte le numéro 1

On tire simultanément trois boules de I'urne

Soit les évenements suivants :

A : Les trois boules tirées portent le méme couleur

B : Une boule au plus porte le numéro 1
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5
—e
56
2/ Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le nombre de boules qui portent le numéro 1.
a/ Vérifier que X ={0;1;2;3}
15 15

b/ Montrer que P(X =1)=— et P(X =2)=—
/ que P(X =1) =5 ( ) 28

1/ Montrer que P(A) = t P(B) :%

¢/ Préciser la loi de probabilité de X

Probleme

A/ Soit g la fonction définie sur |0;+oo] par g(x) = 2In(x)+1+%
X

2(x* -3)

1/ a/ Montrer que g'(x) = 5 bour tout Xe 10;+o0] .
X

b/ En déduire que la fonction g est décroissante sur }0;\/5} est croissante sur [\/é +oo[.
2/ a/ Montrer que g(~/3)=2+In3puis vérifier que g(v/3)>0.

b/ En déduire que g(x) >0 pour tout X e |0;+0[ .
B/ On considere la fonction numérique fdéfinie sur ]0; +oo[ par f(x)=(x*+3)Inx
Soit (C¢) la courbe représentative de la fonction fdans un repére orthogonal (0;7;))

tel que ||7]] = 1ecm et ||| = 2cm

1/ Montrer que li?(?)@F f(x) = —oo puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
xX—

2
2/ a/ Calculer lim f(Xx)et montrer que lim ) =+ (On pourra remarquer que () = (x*+3) Inx ).
X—>+0 X—+0 X X X

b/ En déduire que la courbe (C;)admet au voisinage de +ooune branche parabolique et déterminer sa
direction.
3/ a/ Montrer que f'(x)=xg(x)pour tout X e ]0;+o0] .

b/ Etudier le signe de f'(x)sur U'intervalle ]0; +oo[puis déduire que f est strictement croissante sur ]0;+oo[.

2x2In x+3(x* 1)

4/ a/ Montrer que f"(x)= 5 pour tout Xe ]0; +oo[ )
X

b/ Montrer que 2x%In x et 3(x* —1) ont le méme signe sur ]0;1] et déduire que f"(x) <0 pour tout Xe ]0;1].
¢/ Montrer que 2x%Inx et 3(x* —1) ont le méme signe sur [1; +oo[ et déduire que f"(x)>0 pour tout
Xe [1; +oo[ .
d/ En déduire que la courbe (C;)admet un unique point d’inflexion que I'on déterminera.
5/ Montrer que y =4x—4est I’équation de la tangente (T)a (C;)au point d’abscisse 1.

6/ Construire (C;) et (T) dans le repere (0;3;7)).

3
X
7/ a/ Montrer que la fonction H : X ?+3X est une primitive de la fonction h:x x? +3sur R.

e
b/ Montrer, & laide d’une intégration par parties, que L (x? +3) In(x)dx :S(l4+e3) .

¢/ Calculer, en sz, I’aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C), 'axe des abscisses et les droites

d’équations x = 1l et x = e.
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Correction

Exercice 1

Soit (U, ) la suite numérique définie par : 4u, -9
(t) d P (vne); upy = —
u,—2
1/ Montrons par récurrence que : (VneN); u, >3 .
e Initialisation : Pour n=0, on a: u, =5donc u, >3 .
e Hérédité : Soit n e N | supposons que u, > 3 et montrons que u,, >3 .
du — -
Nous avons : u,,, —3 = 49 _3_ =3 :
u, —2 u, —2

U, N
Comme u, >3, alors —- p >0 d'ou : u
u —
n

>3.

n+1
e Conclusion : d’apres le principe de récurrence : (VneN) u >3 .

2/ On pose pour tout neN ; w, = ! 3
u, —

a/ Montrons que (Wn) est une suite arithmétique.

Soit neN.

1 1 1w, -2
n+1_u’n+1_3_4u’”_9_ _u’”_g_un_g .
u —2 u, —2
u, —2 1 u, —3
n+1_wn: - = =

u,—3 wu,—3 u —3

Nous avons : w

Donc : w

Ainsi la suite (Wn)est arithmétique de raison r=1.

b/ Déduisons W, et U, en fonction de n.

e Puisque la suite (Wn)est arithmétique, alors : (VneN) w, =w,+nr.

1 1 1
Nous avons : w, = =—=

— et r=1.
u,—3 5-3 2

1
Dou (VneN) w, =§+n .

e Ecrivons u, en fonction de n.

Soit neN .

Ecrivons premierement wu, en fonction de w, .

1
Nous avons : w, = — Sy —3=—
un_ n
1
S, =—+3
wn
. 1 1
Et puisque w, ==+mn, alors (VneN) u, = +3.
2
~+n
2

¢/ Déterminons la limite de la suite (u,).

Nous avons : lim u = lim

+3
n—>+00 Tn—>+00
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Or : lz’m£+n=+oo alors limL:O

n—>+o 9 n—>+0

—+n
Donc  lim u, =3
3/ Calculons en fonction de nla somme : S, =Wy +W +--ooee +W, .
. . . " n+1
Puisque la suite (W, )est arithmétique, alors : S, = T(WO +W,)
2
n+1
Clest-a-dire S, :nTJrl{%+(%+nﬂ ou encore S, = nTJrl(1+ n)d’ou S, :( 5 ) .

Exercice 2
1/ Résolvons dans C 1’équation : 7% -10z2+26=0
Le discriminant de cette équation est : A =10% —4x26 =—-4=(2i)%.

Les solutions de cette équation sont z; = —10;2| =5—iet z,= 10+2 =

5+

2/ a/ Montrons que D est I'image du point C par I'homothétie h.
11 suffit de montrer que d —b=-2(c—b)ou encore —2(c-b)+b=d
Nous avons : —2(c—b)+b=-2(4i —(2+3i))+2+3i

=-2(1—-2)+2+3i
=-21+4+2+3i
=6+i
=d
Donc D est I'image du point C par ’homothétie h .
b/ Montrons que a-d =1i .
b-d 2

a-d _5-i—(6+i) -1-2i
b-d 2+3i—(6+i) —-4+2i

Nous avons :

_ (-1-2i)(-4-2i)
 (—4+2i)(-4-2i)
_4+2i+8i-4
~ 16+4
o1,
20 2
¢/ Déduisons que le triangle ABD est rectangle et que BD =2AD .
Nous avons : a-d :li
b—-d 2
Donc arg (a;jzarg [lij[Zﬂ'] et M:‘li‘
b—d 2 |b—d| 2

C’est-a-dire (ﬁ ﬁ) = Z[271-] et DA = 1
2 DB 2

D’ou le triangle ABD est rectangle en Det BD =2AD .

3/ Déterminons 'ensemble des points M (z) du plan vérifiant : |Z —5+i| = |Z —4i|.
Remarquons que |Z—5+i|:|z—4i| <:>|z—a|=|z—c|

Donc |z-5+i|=|z—4i|< AM =CM
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Exercice 3
Dans 'espace rapporté a un repere orthonormé direct (O;T; 1; IZ), on considere les points
A(2;2;1), B(3,11), C(L1-1) et 1(2;0;2).
1/ Montrons que ABAAC =2i + 2j - 2k et déduisons que X+Yy—z-3=0 est une équation cartésienne du plan
(ABC).
On détermine d’abord les coordonnées des vecteurs AB et AC .
Nous avons : ﬁ(l; —-1;0)et E(—Z;O;—Z) )
Done EAE=“1 OHl ‘ZM ! _Z‘R
0 -2 0 -2 -1 0
Cest-a-dire ABAAC =2i +2j -2k
Puisque AB A AC = Oalors c’est un vecteur normal au plan (ABC) .
Par suite : une équation cartésienne du plan (ABC)est de la forme : 2x+2y—2z+d =0
Il reste a trouver d, on a Ae(ABC) < 2x2+2x2-2x1+d =0
<d=-6
D’ou I'équation du plan (ABC)est 2x+2y—2z—-6=00u encore Xx+y—-2-3=0
2/ a/ Déterminons une représentation paramétrique de la droite (D) passant par | et perpendiculaire au plan
(ABC).
Le vecteur AB /\E(Z; 2;—-2) est un vecteur directeur de la droite (D)alors le Vecteura(l; 1;-1) est aussi un
vecteur directeur de la droite (D).Comme la droite (D) passe par le point | (2;0;2) , alors une représentation
X=2+a
paramétrique de la droite (D)est<y=a (a2 eR)
1=2-«
b/ Déterminons les coordonnées de H l'intersection de la droite (D) et le plan (ABC).

Les coordonnées de H sont la solution du systeme :

X=2+a

y=a (e eR)
I1=2-«
X+y—-z-3=0

On résout ce systeme en substituant les trois premieres équations dans la derniere.
On obtient 2+a+a+2-a-3=0a=-1

Ensuite, on remplace la valeur du parameétre a par —1 dans la représentation
paramétrique de la droite (D), on trouve H(1-1;3)

3/ a/ Montrons que la distance du point | au plan(ABC) est d (I;(ABC)) =3.

_|ax, +by, +cz, +d|
Va? +b? +¢?
:|2+0‘2‘3|:i:@
V2412112 3

Donc la distance du point | au plan (ABC) est d (I ;(ABC)) =3.

On sait que d (I;(ABC))

Cest-a-dire d(1;(ABC))

b/ Déduisons que le rayon de la sphere (S)est R =2 puis déterminons son équation cartésienne.

On sait que R=~r*+d? avec r est le rayon dlpgﬂitlgqef& rae:td (I ;(ABC))




Done R=y12 43" =2

Ainsi 'équation cartésienne de la sphere (S)de centre | (2;0; 2) et de rayon R =2est
(x=2)2+(y—-0)>+(z2-2)*>=2%, ou encore X* +y>+7°—4x-42+4=0
Exercice 4

On tire simultanément trois boules de 'urne

Soit les évenements suivants :

A : Les trois boules tirées portent le méme couleur

B : Une boule au plus porte le numéro 1

1/ Montrons que P(A) :%et P(B) :%

L’éventualité Q est une combinaison de 3 éléments parmi 8.
Donc Card (Q)=C; =56

L’évenement A est réalisé si on obtient des tirages de la forme : {BZ, B2, Bl} ou {Rl, R1, Rl} ou {Rl, R1, RZ}
Donc Card (A)=C; xC; +C; +C; xC; =5

Dron p(ay—S29(A)_ 5
Card(Q) 56
Remarque

L R . ., R,R,R
L’évenement A est réalisé si les trois boules tirées portent les couleurs : {B, B, B} ou { }

Donc Card(A)=C; +C; =5
o sy ST ()
Card(Q) 56

L’évenement B est réalisé si on obtient des tirages de la forme : {1; 2 2} ou {2; 2 2}
Donc Card(B)=C;xC} +C; =16

Do p(g)=S2rd(B) _16_2
“Card(Q) 56 7

2/ Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de boules qui portent le numéro 1.
a/ Vérifions que X ={0;1;2;3}

On a 4 possibilités pour X :

Les trois boules portent le numéro 1, donc X =3

Deux boules portent le numéro 1 et une boule porte le numéro 2, donc X =2

Deux boules portent le numéro 2 et une boule porte le numéro 1, donc X =1

Les trois boules portent le numéro 2 donc X =0
Dot X ={0;1,2;3}
15 15
b/ Montrons que P(X =1)==— et P(X =2)=—
/ que P(X =1) 55 ( ) 28
*/ Nous avons les tirages possibles pour obtenir X =1 est {2, 2,1}
Donc Card(X =1)=C?xC; =15
Card(X=1) 15
Card(Q) 56

*/ Nous avons les tirages possibles pour obtent‘?re§tzc 9ueg§ {@,?,E}

Dot P(X =1) =




Donc Card(X =2)=C2xC; =30

Card(X =2) 30

Dot P(X =2) =~ 2 =

Card(Q) 56

15
28

¢/ Précisons la loi de probabilité de X

15

15

Ona P(X=1)=— et P(X=2)=—

56

28

Il reste de calculer P(X =0) et P(X =3)

*/ Nous avons le tirage possible pour obtenir X =0 est {BZ, B2, RZ}

Donc Card(X =0)=C}xC; =1

Card(X =0) 1

D'olt P(X =0)=——2—~)_ =~

*/ Nous avons les tirages possibles pour obtenir X =3 est {1;1;1}

Card (Q) 56

Donc Card(X =3)=C; =10

D'olt P(X =3) =

*/ Une autre méthode pour calculer P(X =3)

Card(X =3) _ 10
Card(Q)) 56

O sait que P(X =3)+P(X =2)+P(X =1)+P(X =0)=1
Donc P(X =3)=1-P(X =1)— P(X =2)—P(X =0)

C’est-a-dire P(X =3)=1-—-

Ce qui donne P(

*/ On résume la loi de probabilité de la variable X dans le tableau suivant :

15 15
56 28
10

X =3)==—
)= 5

1
56

X =k 0 1 2 3
px =K 1 15 5 10
56 56 28 56

Probléme

A/Soit g la fonction définie sur ]0;+o[ par g(x) = 2In(x)+1+%
X

1/ a/ Montrons

Soit X & 0;+o0

Nous avons : §'(X) =(2In(x)+l+%)':2E+0+3x
X X

b/ Déduisons que la fonction g est décroissante sur }0;\/5} est croissante sur |:\/§ +OO[.

Soit X e ]O; +oo[

2(x?

_2x2—6

X3

_ 2(x? -3)

X3

que g1 =225
X

pour tout X & |0;+0[ .

X3
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2(x2 =3)

Nous avons : g'(x) = 3
X

2 —
Si xe ]0;\@] alors 0<x<+/3 donc 0<x?<3 par conséquent —Z(X 3 3) <0
X

C’est-a~dire g'(x)<0

2
2(x 3— 3) 50

Si xe [\/5 +oo[ alors X>+/3 donc X2 >3 par conséquent
X

C’est-a-dire g'(x)>0
D’ou la fonction g est décroissante sur }0;\/5} est croissante sur [\/é +oo[.
2/ a/ Montrons que g(\/§) =2+In3 puis vérifions que g(\/§) >0.

Nous avons : g(+/3) = 2In(+/3) +1+% —In(3")+1+1=2+In(3)
3

Puisque 3>1alorsIn3>0donc 2+In3=g(+/3)>0
b/ Déduisons que g(x) > 0pour tout Xe€ ]O; +OO[ .
Puisque la fonction g est décroissante sur ]O;x/gJ est croissante sur [x/é, +oo[, alors g(\/§) est une valeur
minimale de g sur ]0;+oo[
Donc g(x) > g(\/§) pour tout Xe ]0;+oo[ .
Or g(\/é) > 0alors g(x) > 0pour tout Xe ]0;+oo[ .
B/ On considere la fonction numérique fdéfinie sur ]O;+oo[ par f(x)=(x?+3)Inx
Soit (C¢) la courbe représentative de la fonction fdans un repere orthogonal (0;7;))

tel que ||7]] = 1ecm et ||J|| = 2cm

1/ Montrons que lirg@+ f(x) = —oo puis interprétons géométriquement le résultat obtenu.
X
Nous avons : lim f(x) = lim (x? + 3)Inx = —
x-0% x-0%
Car lim (x?+3) =3et lim Inx = —
x—-07* x-0%

Interprétation géométrique :

La droite d’équation X =0 (I'axe des ordonnées) est une asymptote verticale de la courbe (Cy)

2/ a/ Calculons lim f(X)et montrons que lim ﬂ=+oo
X—>-+00 X—+0 X

*/ Nous avons : lim f(x) = lim (x*+3)Inx = +o0o
xX—+00 xX—+00

Car lim (x> +3) =+wet lim Inx=+o

X—>+00 X—>+00
. X)) . (%+3) . (%+3) . X2 .
/ Nous avons : lim ——== lim =——=Inx= lim ~—%x lim Inx= lim —xInx= lim xInx=+0 b/
X—>+0o X X—>+00 X X—>+00 X X—>+0 X—>+0 X X—>+00

Déduisons que la courbe (C;)admet au voisinage de +ooune branche parabolique et déterminons sa direction.

On a li1n f(x) =—o0 et lim ) =+oodonc (C;)admet une branche parabolique de direction 'axe des
x—+00 X—+0 X

ordonnés au voisinage de +o0
3/ a/ Montrer que f'(x)=xg(x)pour tout X e ]0;+o0] .
Soit X e]O; +oo[

Nous avons : f'(x) =((x*+3)Inx)’ bestcours.net




=(x*+3)'Inx+(x* +3)(Inx)"

=2x|nx+(x2+3)xl
X

3
=2XIn X+ X+—
X

=x(2|nx+1+izj
X

= xg(x)
b/ Etudions le signe de f '(x)sur I'intervalle ]O; +00[puis déduisons que f est strictement croissante sur
105 +0o] .
Soit X e]O; +oo[
Nous avons : X>0, g(x) >0 (d’apres la question A/ 2/ b/) et f'(x) =xg(x)
Donc f'(x) >0 pour tout Xe ]O; +oo[ .

Par conséquent f est strictement croissante sur ]O; +oo[.

2x2In x+3(x* -1)
2

4/ a/ Montrons que f"(x)= pour tout X € |0;+0] .

Soit X e ]O; +oo[

Nous avons : f"(x)=(f'(x))'=(xg(x))"'=x"g(x) +xg '(x)
=1><(2In(x)+1+%j+ xx(&;?’)j

X

2x°In(x) x* 3 2x*-6
T e
~2x%Inx+3(x* -1)

X2

b/ Montrons que 2x2Inxet 3(x? —1) ont le méme signe sur ]0;1] et déduire que f"(x)<0pour tout Xe ]0;1].
Soit X € ]0;1]
Donc :Inx<0et x?<1
Donc 2x*Inx<0et 3(x2-1)<0
Ainsi 2x?Inxet 3(x?—1) ont le méme signe (négatif) sur 10:1]
Et on a 2x*Inx+3(x* -1) <0

2 2
2X° Inx+3(x° -1) <0

X2

C’est a dire f"(x)<0

Donc

¢/ Montrons que 2x%Inx et 3(x? —1) ont le méme signe sur [1; +00[ et déduire que f"(x)>0pour tout Xe [1; +oo[.
Soit X & [1;+0]

Donc :Inx>0et x%>1

Donc 2x?Inx>0et 3(x*>-1)>0

Ainsi 2x?Inxet 3(x?—1) ont le méme signe (positif) sur [1;+o0]

Et on a 2x*Inx+3(x* -1)>0
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2 2
2x° Inx+3(x° -1) 0

X2

Cest a dire f"(x)>0

Donc

d/ Déduisons que la courbe (C;) admet un unique point d’inflexion que I'on déterminera.
On a f"(x) <0pour tout ]0;1] et f"(x)>0pour tout [1; +00[ .
De plus f"(1)=0
Donc f "s’annule en 1 et change de signe

Par conséquent le point A(L; f (1)) est un point d’inflexion de la courbe (C;).
5/ Montrons que y=4x—4est I’équation de la tangente (T) a (C;)au point d’abscisse 1.

L’équation de la tangente (C;) au point d’abscisse 1 est donnée par : (T):y=f'Q)(x-1D)+ f(2)
Nous avons f'(1) :1(2In1+1+1%j =det f(1)=(@1%+3)In1=0

Donc (T):y=4(x-1)+0
Ce qui donne (T):y=4x-4
6/ Construisons (C;) et (T) dans le repere (0;7; 7).

8
( C‘f}
6 (T)
4
1 2 3

. X . .
7/ a/ Montrons que la fonction H : x> —+3X est une primitive de la fonction h:x x?+3sur R .

3
Nous avons H est dérivable sur R (fonction polynémiale) et pour tout ze R, H'(z)= (%+3x) '=1" +3="h(z) .

Donc H est une primitive de h sur R .

b/ Montrons, a I'aide d’une intégration par parties, que Le (x? +3) In(x)dx =§(14+e3)
e 2 e e
Nous avons L (x2 +3) In(x)dx = L h(x) In(x)dx = L H '(x) In(x)dx

Donc jle (% +3) In(x)dx =[H (x) In(x) ]| - Le H (x)pashcaurs.net




3 € 3
Cest-a-dire : Le(xz+3)In(x)dx=K%+3len(x)} - Le(%+3xe£dx
1

e3

2
:—+3e—jex—+3dx
3 13

3 3 €
=e—+3e— X—+3x
3 9 )

eS 3

=—+3e—e——3e+1+3
3 9 9

2%+ 28

9

2 3
=—(14+e
5 )

¢/ Calculer, en cm2, 'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), 'axe des abscisses et les

droites d’équations x = 1 et x = e.

On sait que l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), I'axe des abscisses et les droites
d’équations x = let x = eest : Le| f (X)|dx><|ﬂ|x||]“avec MXH]H = 2cm?
Nous avons jle| £ (x)|dx = jle|(x2 +3)In(x)[dx

=Le(x2 +3) In(x)dx (Car x*+320et Inx =0 pour x € [1;€])

= % (14+e®) (D’apres la question précédente)

Ainsi 'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), 'axe des abscisses et les droites d’équations :

x=1et x =e est A:g(14+e3)cm2
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Examen blanc

Sujet N © 2

Matiere : Mathématiques
Classe : 2 Bac SVT&SPF

Année scolaire : 2024/2025

Durée : 3 heures

e [’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
e Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant 1’ordre qui lui convient ;
e [’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter.

Composantes du sujet

L’épreuve est composée de quatre exercices et un probléme indépendant entre eux et répartis

suivant les domaines comme suit :

Exercice Domaine Bareme
Exercice 1 Suites numériques 02 points
Exercice 2 Nombres complexes 03 points
Exercice 3 Géométrie dans 1’espace 03 points
Exercice 4 Calcul de probabilités 03 points
Probleme Etude d’une fonction numérique 09 points

Notation : In désigne la fonction logarithme népérien.
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Exercice 1

2
UOZE

Soit (U,) une suite numérique définie par : 8u, +3

+1
n+ Un+6

(‘v’neN);u

1/ a/ Montrer par récurrence que(VneN) ; —1<u, <3.

~ —(u, +)(u, —3)
u, +6

b/ Montrer que (VneN) ; v, —u

n+1 n

et déduire que la suite (u,)est croissante.

2/ On considere la suite (v,) définie par :(VneN);v, =

u,+1
a/ Démontrer que la suite (v,) est géométrique.
b/ Exprimer v et u,en fonction de n.

3/ Déterminer la limite de la suite (u,).

Exercice 2

A/ Résoudre dans C I’équation suivante : 22 -2\/37+4=0

B/ Dans le plan muni d’un repere orthonormé direct (O;l];\?) , on considere les points Aet B d’affixes
respectives a= \/§+ iet b= \/§+1+ i(\/§+l) )
1/ a/ Ecrire sous la forme trigonométrique les nombres complexes aet b.

b/ Montrer que a*? +b'? =22 (1— 2+ x/§)6)
2/ Soit C un point du plan complexe tels que OA=0C et (FA(f) = %[272’]
a/ Montrer que |c|=2 et arg(c) = %[27;] ( Cest I'affixe du point C).

b/ En déduire que ¢ =1+ J3i et vérifier que b=a+c.
¢/ Montrer que le quadrilatere OABC est un losange.

Exercice 3

— \——/
Dans l'espace rapporté a un repere orthonormé direct (O;T; 1; k), on considere les points

1
A(0;0;-1), B(—l;l; Ej’ C(0;10) et la sphere (S)d’équation X* +y® +2% —2x+4y+4z+5=0.

1/ a/ Montrer que ABA AC :—%T+ j-k
b/ Montrer que I’équation cartésienne du plan (ABC)est x—2y+2z+2=0
2/ Montrer que (S)est de centre Q(l; —2;—2)et de rayon R=2.

3/ Montrer que le plan (ABC)coupe la sphere (S)en un cercle (C) de rayon r = J3.
4/ Soit (D) la droite passant par le point £ et perpendiculaire au plan (ABC).

x=1+t
a/ Montrer que {y = —2 — 2t (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (D)
z=-=-2+12t

2 4 8
b/ Montrer que le centre du cercle (C) est le point H (5;—5;—§j

5/ Soit K (a;b;—l) un point de la sphere (S) telb]é%%lyrgeﬁ é(tmbres réels. On considere le plan (P)




d’équation cartésienne (a—1)x+(b+2)y+z—-a+2b+3=0
a/ Montrer que K appartient au plan (P).
b/ Montrer que le plan (P) est tangente a la sphere (S)au point K.

Exercice 4

Une urne contient 9 boules indiscernables au toucher : trois boules blanches numérotées 2-1-1, deux boules
rouges numérotées 1-let quatre boules vertes numérotées 2-2-2-1.

On tire simultanément trois boules de I'urne.

Soit les évenements suivants :

A : Les trois boules tirées portent le méme numéro

B : Obtenir trois boules deux a deux de couleurs différentes

1/ Calculer P(A)et P(B).

2/ a/ Montrer que P(An B)=2i1.

b/ Les événements A et B sont-ils indépendants 7 Justifier la réponse.
3/ Calculer la probabilité d’obtenir trois boules deux a deux de couleurs différentes sachant qu’ils portent le

meéme numéro.

Probléeme

A/ Soit g la fonction définie sur ]0;+oo[par g(x) = 2Jx—2- In(x)

1/ Montrer que g'(x)= pour tout X e |0;+o0[ .

x-1
x(x+1)
2/ Dresser le tableau de variation de g . (Calcul des limites n’est pas demandé)
3/ En déduire que g(x)>0 pour tout Xe ]O; +oo[ .

B/ On considere la fonction numérique fdéfinie sur [0;+oo[par :
f(X)=x—/XxInx, si x>0

f(0)=0

Soit (Cr) la courbe représentative de la fonction fdans un repere orthonormé O 1)

1/ Montrer que fest continue & droite en 0 (On pourra poser t =~/ ).

f(x)
X

2/ Montrer que lim = +o0 puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
x—0"

3/ a/ Montrer que lim f(x)=-+o0
X—>+00

b/ Montrer que lim Y] =1, lim f(x)—x=-—o et en déduire la nature du branche parabolique de (C;)
X—>+0 X X—>+00

au voisinage de +o0.

¢/ Etudier la position relative de la droite (A) d’équation y = xet la courbe (C;).

4/ a/ Montrer que f'(x)= wpour tout X e ]0;+o0] .
X

24/x
b/ Dresser le tableau de variation de f.
¢/ Calculer f'(Q)et interpréter géométriquement le résultat obtenu.

5/ Montrer que fadmet une fonction réciproque f~*définie sur un intervalle J & déterminer.

6/ Construire, dans le repeére (O;i; j) les courbep) dat b UKL Pt




7/ a/ Vérifier que la fonction H : X %X\/; est une primitive de la fonction h:x JX sur 105 +o0[ .

e
b/ Montrer, & l'aide d’une intégration par parties, que L Jx In(x)dx = _Ze\/§+4 '

¢/ En déduire en sz, 'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), I'axe des abscisses et les

droites d’équations x = let x = e.

3
C/ Soit (u,) la suite numérique définie par : 1 2
neN)u,,, =f(u,)

1/ Montrer que(VneN) u, >1
2/ Montrer que la suite (u,)est décroissante (On pourra utiliser la question B/ 3/ ¢/)

3/ En déduire que la suite (u,)est convergente puis déterminer sa limite.

bestcours.net




Correction

Exercice 1

2
Uozg

it (W it - défini :
Soit (U,) une suite numérique définie par 8u, +3

1 =
n+ u” + 6

(VneN);u
1/ a/ Montrons par récurrence que(vneN) ; —-1<u, <3.
e Initialisation : Pour n=0, ona: u, = g donc —-1<uy <3

e Hérédité : Soit n e N, supposons que —1<u, <3et montrons que —1<u, ;<3

Nous montrerons que U,,; —(-1)>0et u,,; —3<0
Su,+3  Tu,+7 7(u,+1)

Nous avons : u,,, —(-1)=—= +1=
u, +6 u, +6 u, +6
Comme u, >—1, alors u, +1>0et u,+6>0donc 7(u, +61) >0dot : Uy, +1>0
u, +
-1 _
D’autre part : u, ,, —3= 8u, +3 _3- ou, —15 _ 5(u, —3) .
u, +6 u, +6 u, +6

5(u, —3)

Comme u, —3<0et u, +6>0alors
u, +6

<0d’ol : Uy, —3<0

e Conclusion : D’apres le principe de récurrence on déduit que (Vn € N) ; —l<u, <3.

_ DNy —
b/ Montrons que (VneN) ; u  , —u, = (u, + )(Z’L 3) et déduisons que la suite (u,)est croissante.
u, +
Soit ne N .
, Su, +3 Su +3—-u (u +6) —u’+2u +3
D’une part nous avons : u,,, —u, =—= —u, =—" n- Tt =—" . .
u, +6 u, +6 u, +6
—(u, +1)(u, — —(u’ —3u, +u, — —(u’ —2u, — —u’ +2u, +
D’autre part ('U,n )(U'n 3) — (U’n 3un U’n 3) — (U’n un 3) — U’n un 3
u, +6 u, +6 u, +6 u, +6
Donc (VneN) ; u,,, —u, = —(u, + D, =3)
u, +6
Comme -1<u, <3, alors —(u, +Dw, =3) >0dou: (VneN) wu, , —u,20.
u, +6
Donc la suite (u,)est croissante.
2/ On considere la suite (v,) définie par :(Vn € N);Vn _ U _:]3_
u, +
a/ Montrons que la suite (v,) est géométrique.
Soit neN .
5(u, —3)
a—3 _ u,+6 5(u -3) 5 u,—3 5
On a : Un+1: — ==X, .
n+1+1 ST, D) 7(u, +1) N u +1 7
u, +6

L . 5
Ainsi la suite (v,)est géométrique de raison ¢ = =

b/ Exprimons V,et U,en fonction de n.
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Soit ne N .

n

e Puisque la suite (v,)est géométrique, alors : v, =v,xq" .

2
-3 3 7
Avec v =3 L o qg==
v 2
u, +1 41 5

n n—1
Donc : v, = —Zx(éj Dot v, = —(éj .
5 \7 7

e Ecrivons u, en fonction de n.

Soit ne N,

Ecrivons premierement u, en fonction de v, .

u, —3
Ona: v, =——cu,(u+1)=u,-3
u, +1
@ UH Xun _un = _/UH _3
<u, (v, -1)=—v,-3.
. -v, —3
Dou u, =— :
v, —1

TNl
_(5j 1
7
3/ Déterminons la limite de la suite (u,).

n—1
O
7

0-3
Nous avons : lim u, = lim — = (car—1 <é <1).Dou limu,=3.
n—>+00 n—>+00 [5 ]” . 0-1 7 n—>+o0

Exercice 2
A/ Résolvons dans C 1'équation suivante : 22 -2\32+4=0
Le discriminant de cette équation est : A= (2\/5)2 —Ax4=-4=(20)?.

Les solutions de cette équation sont z; = # =3-iet Z, = @ =3+

B/ Dans le plan muni d’un repere orthonormé direct (O;l];\?) , on considere les points Aet B d’affixes
respectives a=+/3+iet b= J3+1+ i(\/§+l) .

1/ a/ Ecrivons sous la forme trigonométrique les nombres complexes aet b.

*/ Nous avons le module de aest |a|=‘\/§+i‘=\/\/§2 +12 =2
V3 1.]

Donca=2| —+=i
2 2

D’ou a= 2(cos(%) + i.sin(%))

*/ Nous avons le module de b est |b|=‘\/§+1+i(\/§+1)‘=\/(\/§+1)2+(\/§+1)2 :\/2(\/§+1)2 :ﬁ(ﬁ+1)
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Doncb=~/3+1+i(v3+1) =\/§(\@+1)(i+%ij

N

Dot b= \/5(\@+1)(cos(%) + i.sin(%))
b/ Montrons que a'? +b'? = 2% (1—(2+\/§)6)

*/ Nous avons a= 2elget b=\/§(\/§+1)elz donc :

. 12 r 12
a12+b12:[2el6J +[«/§(\/§+1)el4J
:212ei27z+(\/§(\/§+1))12 oid7
:212x1+(J§(J§+1))12x(—1)
=212—26><((\/§+1)2)6
=212 26 (4+243)°

=212 26528 % (2++/3)®
=2%(1-(2+3)°)

2/ Soit C un point du plan complexe tels que OA=0C et (ﬁ(ﬁ) = %[27[]

a/ Montrons que |¢|=2 et arg(c) E%[Zﬂ'] (Cest laffixe du point C).
*/ Nous avons OA=0C
Donc |a—0|:|c—0| c’est a dire |c|:|a|
D’ou |C|:2

*/ Nous avons (FA(TC)E [27]

oy

Donc arg(:;_g) = %[27;] c’est A dire arg(g) = %[2%]
D’ou arg(c)—arg(a) = %[271'] ou encore arg(c) = % +arg(a)[27]
Or arg(a) E%[zﬂ] (car a= 2(cos(%)+i.sin(%)j)

Alors arg(c) =2 +2[2
ors arg(c) 5 6[7[]

Finalement arg(c) = %[272]

b/ Déduisons que ¢=1+ J3i et vérifions que b=a+c.
*/ On sait que ¢ =|c|(cos(arg(c)) +sin(arg(c)))

Donc ¢ = Z(COS(%) + iSin(%)j

C’est a dire ¢=2 l+£
2 2

Diott  ¢=1+4/3i bestcours.net




*/ Nous avons a+c:\/§+i+1+\/§i
=/3+1+ (\/5 +1)i
=b
Donc b=a+c
¢/ Montrons que le quadrilatere OABC est un losange.
*/ Nous avons OA=0C donc il suffit de montrer que OABC est un parallélogramme.
C’est-a-dire de montrer que OA=CB
Or b=a+c cest a dire a—0=b-c
Alors OA=CB
Donc le quadrilatere OABC est un losange.

Exercice 3

Dans l'espace rapporté a un repere orthonormé direct (O;T; 1; IZ), on considere les points

A(0;0;-1), B(—l;l;%j, C(0;10) et la sphere (S)d’équation X* +y® +2% —2x+4y+4z+5=0.

1/ a/ Montrons que E/\E=—%T+ j-k
On détermine d’abord les coordonnées des vecteurs AB et AC .
Nous avons : ﬁ(—l;l; g) et E(O;l;l).

1 1 |-1 O
Donc AB A AC = 3 i- 3 ]+
21 |21

-1 0-
k
1 1

5 N . T o~ 1:- - —
C’est-a-dire AB A AC =—§| +j—-k

b/ Montrons que 'équation cartésienne du plan (ABC) est x—2y+2z+2=0

On sait que AB A AC est un vecteur normal au plan (ABC) .

Or EATC(—%;l; —1), alors une équation cartésienne du plan (ABC)est de la forme : —%X+ y—-z+d=0

Il reste & trouver d

Nous avons A(0;0;—-1) e (ABC) donc —%x0+0—(—1)+d =Qainsi d =-1

D’ou I'équation du plan (ABC)est —%X+ y—z-1=0o0u encorex—2y+2z+2=0

2/ Montrons que (S)est de centre Q(l; —2;—2)et de rayon R=2.

Soit M (X;y;z) un point de I'espace, nous avons :
M(x;y;2)e(S) & x> +y’ +2° -2x+4y+42+5=0
S (X2=2X)+Yy +4y+7°+42+5=0
S (X =2X+D) =1+ (y* +4y+4) -4+ (2* +42+4)—-4+5=0
& (X-1)2-1+(y+2)°-4+(z+2) —4+5=0
S (X=D2+(y+2)?*+(z+2)* =27
Donc la sphere (S)est de centre Q(l; —2;—2)et de rayon R=2.

3/ Montrons que le plan (ABC)coupe la sphér%g%fn un cercle fC) de rayon r = J3.
cours.ne




*/ On compare la distance d (Q;(ABC)) avec le rayon R de la sphere.

o —2yq +2245+2|

12+ (=2)? + 22

_2x()+2x(2)+2 3|

\/12 +(-2)%+2° 3

*/ Puisque d =d (Q;(ABC)) < Ralors le plan (ABC)coupe la sphere (S)en un cercle (C) de rayon

r=+yR?—d? =22-1%2 =3

4/ Soit (D) la droite passant par le point {2 et perpendiculaire au plan (ABC).

On sait que d (Q;(ABC))

Cest-a-dire d(€;(ABC))

x=1+t
a/ Montrons que {y = —2 — 2t (t € R) est une représentation paramétrique de (D)
z=—-2+72t

*/ Pour déterminer une représentation paramétrique d’une droite, on doit déterminer
un point et un vecteur directeur de cette droite.

*/ D’une part, la droite (D) passe par le point Q(l; —2;—2).
D’une autre part, on a (D) est perpendiculaire au plan (ABC)et le vecteur AB /\E(—%;l; —1j (ou encore le

vecteur —2AB A E(l; —2;2)) est normal au plan (ABC)

Donc le vecteur —2AB A E(l; —2;2) est un vecteur directeur de la droite (D)

x=1+t
Par suite {y = —2 — 2t (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (D)
z=-2+12t

2 4 8
b/ Montrons que le centre du cercle (C) est le point H (g;—g;—gJ
Le point H est le projeté orthogonal du point £ sur le plan (ABC), c’est le point d’intersection de la droite (D)
et le plan (ABC)

Les coordonnées deH sont donc la solution du systeme :

X=1+t

=-2-2t
y (teR)
z=-2+2t

X—=2y+2z+2=0
On résout ce systeme en substituant les trois premieres équations dans la derniere.

On obtient (1+1)—2(-2—-2t)+2(-2+2t)+2=0 ou encore3+9t=0 donct = —%

. . 1 , .
Ensuite, on remplace la valeur du parametre t par 3 dans la représentation

paramétrique de (D), on trouve H (1—%;—2—2x(—%j;—2+ZX(—%D

Finalement H (%;—%;—g}
5/ Soit K (a;b;—1)un point de la sphere (S)tel que aet b des nombres réels. On considere le plan (P)
d’équation cartésienne (a—-1)x+(b+2)y+z-a+2b+3=0

a/ Montrons queK appartient au plan (P).

Nous montrerons que (a—-1)x¢x +(b+2)yx + 2« t—)g§589%”;%net




D’une part, nous avons (a—-1)Xx +(b+2)yx +zx —a+2b+3=(a-Da+((b+2)b-1-a+2b+3
—a’-a+bh?+2b-1-a+2b+3
—a’+b*—2a+4b+2

D’autre part, nous avons K(a;b;—1)e(S) c’est-a-dire XK2 + sz + ZK2 —2Xg +4y +4z¢ +5=0 ou encore

a’+b%+(-1)?-2a+4b+4(-1)+5=0

Par suite a8’ +b?—2a+4b+2=0 ainsi (a—1)x, + (b+2)yx +2x —a+2b+3=0

D’ou K € (P)

b/ Montrons que le plan (P) est tangente a la sphere (S)au point K.
C’est-a-dire montrons que d (Q;(P))) =Ret que Kest le projeté orthogonal de Qsur (P)
(a—-1)xg +(b+2)y, +2o—a+2b+3|
J@-1%+(0+2)2 +12
@@= x1+(b+2)x(-2)+(-2)—a+2b+3|

JaZ+b2—2a+4b+6
4 4

\/(a2+b2—2a+4b+2)+4 Jo+4

Puisque d (Q;(P)) = Ralors le plan (P)est tangente a (S)au point M le projeté orthogonal de Qsur (P)

*/ On sait que d(Q;(P)):|

2=R

*/ Montrons que M =K
On pose M(X;Y;2)
Nous avons M est un point d’intersection de la sphere (S)et le plan (P)
De plus on aﬁ(a—l;b+2;1) est un vecteur normal au plan (P)
Donc les vecteurs W(X—l; y+2;2+2)et ﬁ(a—l; b +2;1) sont colinéaires et M € (P)
Donc il existe kK € R tel que OM =kn et M e (P)
x=1=k(a-1)
y+2=k(b+2)
z+2=Kk
@-)x+((b+2)y+z—-a+2b+3=0
x=k(a-1)+1
y=k(b+2)-2
z=k-2
(a-1(k(@a-1)+1)+(b+2)(k(b+2)-2)+(k-2)-a+2b+3=0
x=k(a-1)+1
y=k(b+2)-2
z=k-2
k((@-1%+(b+2)*)-4+k=0

D’ou

x=k(a-1)+1
y=k(b+2)-2
“lz=k-2

k«a?+w—2a+4b+2yHﬂ—4+k=O
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x=k(a-1)+1
y=k(b+2)-2
Tlz=k-2
k(0+3)-4+k=0
k=1
x=(@a-1)+1=a
“ly=(b+2)-2=b
z=1-2=-1
Donc M (a;b;—1) or K(a;b;-1)
Alors M =K

*/ Finalement le plan (P) est tangente a la sphére (S)au point K.
Exercice 4

On tire simultanément trois boules de I'urne.

Soit les évenements suivants :

A : Les trois boules tirées portent le méme numéro

B : Obtenir trois boules deux a deux de couleurs différentes
1/ Calculons P(A)et P(B).

L’éventualité Q est une combinaison de 3 éléments parmi 9.
Donc Card (Q)=C; =84
L’évenement A est réalisé si on obtient des tirages de la forme : {1, 1 1} ou {2; 2 2}
Donc Card (A)=C:+C; =12
o oS5

L’évenement B est réalisé si on obtient des tirages de la forme : {B, R,V}
Donc Card(B)=C;xC;xC, =24

Card(B) 24 2

Dolt P(B)=——— 2 =2"_%
ou P(B) Card(Q) 84 7

2/ a/ Montrons que P(AN B):2—11.

L’évenement A B est réalisé si on obtient le tirage de la forme : {Bl, Rl,Vl}
Donc Card (Aﬁ B)=C;XC;XC11 =4

Card(AnB) 4 1

D'oit P(ANB) = _4_ 1
v PANE) =" () 8 2t

b/ Déterminons si les évenements A et Bsont indépendants

Nous avons P(A)x P(B)=lxg=£et P(AN B)=i
7 7 49 21

Puisque P(A)xP(B)= P(ANB)
Alors les évenements A et B ne sont pas indépendants.
3/ Calculons la probabilité d’obtenir trois boules deux & deux de couleurs différentes sachant qu’ils portent le

méme numéro.

C’est-a-dire calculons P,(B) bestcours.net




On sait que P,(B) = P(ANB)

P(A)
1
271 1
Donc P,(B) = % = 5
7
Probléme

A/ Soit g la fonction définie sur ]0;+oo[par g(x) = 2Jx -2 In(x)

1/ Montrons que g'(X) = pour tout X e |0;+o0[ .

x-1
X(v/x +1)
Soit X e]O; +oo[

1 4.1

2x X

Nous avons : ¢'(X) = (2\/;—2— In(x))'=2x

X
YN O LR (R
)= (Wx+D)
o x-1
XWX +1)

2/ Dressons le tableau de variation de ¢ .

Nous avons g'(X) = pour tout Xe ]O; +oo[ .

Xx—1
x(\/x +1)

Donc le signe de g'(x) est le signe dex—1 sur |0;+o0] .

Par conséquent :

7(x) — @ +

9(x) \
gl(1)

3/ Déduisons que g(x)>0 pour tout X e |0;+0f .

D’apres le tableau de variation de g on déduit que g(x) > g(l) pour tout Xe ]O; +00[ .
Or g1) =2v1-2-In()) =2-2-0=0alors g(x)>0 pour tout X & |0;+o0] .
B/ On considere la fonction numérique fdéfinie sur [0;+oo[par :
{f(x):x—«&lnx, si x>0
f(0)=0
Soit (Cr) la courbe représentative de la fonction fdans un repére orthonormé (0;7; 7))

1/ Montrons que fest continue & droite en 0

Nous avons lim f(x) = Hn1(x—~J§Inx)
x—0* x—0"
= Iim+(t2 —tlntz) (avec t:\/;).
=0 bestcours.net




— lim (t2—2tlnt)

t—0"

Puisque limtint=0et limt?=0alors lim (t —2t|nt):O
t—0" t—0" t—0"

Donc lim f(x)=0= f(0)
x—0"

D’ou f est continue a droite en 0.

2/ Montrons que lim —= () =400 puis interprétons géométriquement le résultat obtenu.
x—0" X
X X—+/x1Inx
Nous avons lim T )— lim (LJ
x—0" X x—0" X

— lim (5—‘&'”)‘}: lim (1—'“—XJ
x—=0"{ X X x—0" \/;

~ lim [1—'t—tzj (avec t =% ).

t—0"
_lim (1_2IntJ
t—0" t
. In . f(x
Puisque Ilm—t=—ooalors lim £=+oo
t—>0" t x—0" X

Interprétation géométrique :

Nous avons lim ~X = oo cest-andire fim -~ 10
x—0" X x—0" x—0

= +oo ce qui signifie que la fonction f n’est pas dérivable

a droite en 0 et la courbe (Cr) admet une demi-tangente verticale dirigé vers le haut au point d’abscisse 0.

3/ a/ Montrons que lim f(x)=-+o0

X—>+00
Nous avons lim f(x)= lim (x—&lnx)
X—>+00 X—>+00
= lim (t2 —tlntz)(avec t=x).
t—>+o0
= lim (t>-2tInt
t—l>+oo( )

_ lim t (1 2'”—tj
t—+o0 t

. . Int . .
Puisque lim — =0 et lim t> =+calors lim f(x) =+

t—o+0 1t t—>+ow X—>+00
N ) s .
b/ Montrons que lim ) =1, lim f(X)—x=-o et déduisons la nature du branche parabolique de (Cy)
X—>+0 X X—>—+00

au voisinage de +o0.

*/ Nous avons lim @_ lim {MJ

X—>+0 X X—>+00

[ milll! javect:\/;).
'[—)+oo

t2 —2t Int
t—>+oo

(l— 2Intj
t—>+oo

bestcours.net




. . Int :
Puisque lim — =0alors lim LG =1
t—>+o { X—+0 X

*/ Nous avons lim f(x)—x= lim (x—\/;Inx)—x= lim —v/x Inx

X—>+00 X—>+00 X—>+00

= lim —tInt? (avec t=+/x).

t—>+o0

= lim -2tInt

t—+o0

Puisque lim tint=+4walors lim f(x)—x=—o0
t—>+o0 X—>+00

*/ Nous avons lim f(x)=+o0, lim ) =1 et lim f(x)—x=-o donc(C;) admet une branche parabolique
X—>+0 X—+0 X X—>—+00

de direction asymptotique la droite d’équation y =X au voisinage de +o0.
¢/ Etudions la position relative de la droite (A) d’équation y = xet la courbe (Cy).
Soit X € |0;+o0

Nous avons : f(x)—x:(x—\/;In x)—x=—«/§|nx

Donc :
T 0 1 +oo
In(x) — )] +
—\/r - -
flz)—x —+ ¢ —
Donc :

Sur l'intervalle [0;1] la courbe (C;) est au-dessus de la droite (A)

Sur Iintervalle [1; +00[ la courbe (C;)est en-dessous de la droite (A)

4/ a/ Montrons que f'(x)= 9(x) pour tout X e |0;+o0[ .

24/x

Soit, Xe]0;+oo[
Nous avons : f'(x) =(X—x/;In X)'
_1—((&)'|nx+&(ln x)')

—1——Inx ﬁx—
24/x

Inx 1

2Jx  x

ZJ_ Inx-2
2k

_9(

23x

Donc f '(x) _909 pour tout X & |0;+0f .

2/x

b/ Dressons le tableau de variation de f.

Nous avons f'(x) = gf/_) pour tout Xe ]0 +oo[ bestcours.net
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Puisque Jx>0 pour tout Xe ]O; +oo[ alors le signe de f'(x)est le signe de g(x)

Donc d’apres la question A/ 3/ :

¢/ Calculons f'(1)et interprétons géométriquement le résultat obtenu.

9@ _0_,
21 2

Interprétation géométrique :

Nous avons f'(1) =

Nous avons f '(1) =0alors la droite tangente a la courbe (C;)au point d’abscisse 1 est horizontale (parallele &

I'axe des abscisse).
5/ Montrons que fadmet une fonction réciproque f~1
On a la fonction fest continue et strictement croissante sur ]0; 4+ o0

Donc fadmet une fonction réciproque f~*définie sur I'intervalle
J = £Q0; +ooD) = | lim £ (); lim £ ()| =10; +oc]
x—0 X—+o00

6/ Construisons, dans le repere (O;T;]) les courbes (C¢) et (C;-).

(Cy)

=

7/ a/ Vérifions que la fonction H : x> Z /X est une primitive de la fonction h: x> /X sur 10;+0[ .

La fonction H tel que H(x) =§x\/; , est dérivable sur ]0;+00[ (comme produit de fonctions dérivables) et pour

tout z € ]0;+oo[ nous avons :

, 2 2 ©2 1 2 Ix ) 2(3x
H (X)=(§X\/;j =§(X\/§) :5[1\/;+Xxﬁj:§(\/;+7}=§[7}=&:h(X) .
Donc H est une primitive de h sur ]O;+oo[

< s " . . e 2eNe+4
b/ Montrons, a l'aide d’une intégration par parties, que L &In(x)dx ZIT’

Nous avons f& In(x)dx = Leh(x) In(x)dx = Le H '(x) In(x)dx
bestcours.net




Donc f& In(x)dx = [H () ()" - Le H ()(In(x)) " dx
Cest-a-dire : Le& In(x)dx = H% /X j In(x)l —f@ x\/;)x%dx
=§e e—g.[le\/;dx

e
_2, e_E[EX&}
3137

3
:ge e —g(e\/g—l)

) 6eJE—4(eJE-1)
- 9

_2e\/g+4
9

¢/ Déduisons en cm2, l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), 'axe des abscisses et les

droites d’équations x = let x = e.

On sait que l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), I'axe des abscisses et les droites
, € - -
d’équations x = let x = e est : L | f (X)|dXx‘M‘xHJH -

re
1

Nous avons J.le|f(x)|dx: [x =X In(x)|cx

= .1e(x—\/;|n(X))dX (car x—=+/xIn(x) =0 pour x € [1;e])

_ .'le xdx — f\& In(x)dx
=[x]; —Le«/;In(x)dx
= (e _]_) _[¢J

_ 9e—2ee-13
9

Ainsi l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), I'axe des abscisses et les droites d’équations :

x=1etx =e est:

- 2

j}(ﬂ‘o A g,

3
C/ Soit (u,) la suite numérique définie par :{ ' 2
ne N);uw = f(u,)

1/ Montrons que(VneN) u, >1
e Initialisation : Pour n=0, ona: u, = g =1.5donc uy >1

e Hérédité : Soit ne N | supposons que U, >1let montrons que U, >1

Puisque f est croissante sur I'intervalle [1; +00[alors f(u,)>f(@2)

Or: f(u)=u et f1)=1-+1In1=1 bestcours.net




Donc U, >1
e Conclusion : D’apres le principe de récurrence on déduit que (Vn eN ) u,>1.
2/ Montrons que la suite (u,)est décroissante
Soit ne N,
D’apres la question B/ 3/ ¢/ on a f(x) < X pour tout X & [1;+o0]
Nous avons U, €[1+w[ donc en particulier f(u,)<u, cest-a-dire U, <u,
Ainsi la suite (u,)est décroissante
3/ Déduisons que la suite (uU,)est convergente puis déterminons sa limite.
Puisque la suite (u,)est décroissante et minorée (par 1) alors elle est convergente et sa limite [ vérifie f(I)=1let
le[l;+oo[ .
Ona: f()=l<i-+lin()=1 et I>0
s An()=0 et >0
< (1=0 ou In(l)=0) et 1>0
<:>(l=0 ou l=l) et [>0
<=1

Donc limu, =1.

T—>+0

bestcours.net




Examen blanc

Sujet N ° 3

Matiere : Mathématiques
Classe : 2 Bac SVT&SPF

Année scolaire : 2024/2025

Durée : 3 heures

Instructions générales

e [’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
e Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant 1’ordre qui lui convient ;
e [’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter.

Composantes du sujet

L’épreuve est composée de quatre exercices et un probléme indépendant entre eux et répartis

suivant les domaines comme suit :

Exercice Domaine Bareme
Exercice 1 Suites numériques 02 points
Exercice 2 Nombres complexes 03 points
Exercice 3 Calcul de probabilités 03 points
Exercice 4 Géométrie dans 1’espace 03 points
Probleme Etude d’une fonction numérique 09 points

Notation : In désigne la fonction logarithme népérien.

bestcours.net




Exercice 1

Soit (u,)la suite numérique définie par u, =4 et pour tout neN:

1 /a/ Montrer par récurrence que : (VneN) u, >3 .

(1, =, ~3)

n

b/ Montrer que : (VneN) u,, —u, =—

n+l
¢/ Montrer que la suite (u,)est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.

2 /a/ Montrer que : (VneN) uw—é’ﬁé(un—b’) .

b/ Montrer que : (Vn e N) un—SS(éJ .

¢/ Déterminer lim u, .

Nn—>+0

u, —3
3 / On pose pour tout neN: y ==

n

u, —1
a/ Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b/ Exprimer v, puis u, en fonction de n .

¢/ Retrouver la valeur de la limite de (u,) .

Exercice 2

1/ Résoudre dans C I’équation suivante : 22 -47+13=0

2/ Dans le plan muni d’un repere orthonormé direct (O;ﬁ;\?) , on considere les points A, Bet C d’affixes

respectives a=6+2i, b=2+3i et c=5-2i.

Soit z'laffixe du point M 'I'image du point M (z) par la rotation R de centre Q(1—i)et d’angle 8 = —g.
a/ Montrer que z'=—iz+2.

b/ Vérifier que le point C est I'image du point B par la rotation R.

C —
¢/ Montrer que

d/ En déduire que le triangle ABC est rectangle et isocele en A.

Exercice 3

Une urne contient 5 boules indiscernables au toucher : trois boules blanches numérotées 2-1-0, deux boules
rouge numérotées 2-1.

On tire au hasard, successivement et sans remise deux boules de 1'urne.
Soit les évenements suivants :

A : les deux boules tirées portent le numéro 1

B : Obtenir une boule blanche dans le premier tirage
1
10

1/ Montrer que P(A)=

2/ Calculer P(B)et montrer que P(AN B) :%.

3/ Les éveénements A et B sont-ils indépendants ? justifier la réponse.
4/ Soit X la variable aléatoire qui égale le produit des numéros tirées.
Préciser la loi de probabilité de X et calculer Hy@$tCOUrs.net




Exercice 4

Dans l'espace rapporté a un repere orthonormé directe(O;T; 1; IZ), on considere les points A(—l; 1, 1), B(?;—5;5)
et le plan (Q) d’équation2x—-3y+4z+5=0

Soit (S)la sphere du diametre [AB]

1/ Montrer que (S)est de centre Q(3; —2;3) et de rayon R= J29.

2/ En déduire que I’équation cartésienne de (S) est X2 + y2 +22-6x+ 4y—-6z2-7=0

3/ Montrer que I’équation cartésienne du plan (P) tangente & (S)au point Aest 4x—-3y+2z+5=0

4/ Montrer que le plan (Q) est tangente & (S)en un point C puis déterminer les coordonnées de C.

Probléeme

A/ Soit g la fonction définie sur |0;+oo] par g(x) =1—x+xIn(x)
1/ Calculer g'(x) et en déduire que la fonction g est décroissante sur ]0;1] est croissante sur [1; +oo[.
2/ Calculer g(1)et en déduire que g(x) =0 pour tout Xe ]O; +oo[ )

B/ On considere la fonction numérique fdéfinie sur [O;E[U]E;—i-oo[par :

1
1-In(x)’

f(0)=0cet f(x) =x+ si Xe]O;e[u]e;+oo[
Soit (Cr) la courbe représentative de la fonction fdans un repere orthonormé (0;7; )

1/ a/ Calculer XILrE f(x)et XILrE f (X) puis interpréter géométriquement les résultats obtenus.
b/ Montrer que la droite (A) d’équation y = X est une asymptote a (C¢) au voisinage de 40.
¢/ Etudier la position relative de (A) et (Cy).

2/ a/ Montrer que f est continue & droite en 0.
b/ Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter géométriquement le résultat obtenu.

3/ a/ Montrer que f'(x)=1+ > pour tout X e |0;e[ U ]e;+oo] .

_
X1 —In(x))
b/ Dresser le tableau de variation de f.

¢/ On donne :

X 3.4 35 36 |37
f(x) | -1.06 | —0.45 | 0.04 | 0.45

Montrer que ’équation f(x) =0admet une solution unique « sur l'intervalle ]e;+oo[et que 3.5<a<3.6.

4/ a/ Montrer que I’équation de la tangente (D)a (C;)au point d’abscisse 1 est y =2x
b/ Montrer que f(x)>2x pour tout Xe ]O;e[et interpréter géométriquement le résultat obtenu.
5/ Construire, dans le repére (O:i; ) la courbe (C;) et la droite (D). (On admet que le point e f(e™)) est

un point d’inflexion de (C;)et €=2.7 | el= 0.4)

In(2) _ 3

6/ a/ Montrer, a 'aide d’une intégration par parties, que fllx In(x)dx = 5 "

2

b/ Montrer que 2x < f(x) <x+1—xIn(x) pour tout x € E, 1]
¢/ Soit A Taire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), I'axe des abscisses et les droites

d’équations x = % et x = 1.
17 In(2)

3
Montrer que =< A < .
ey 16 8 bestcours.net




Correction
Exercice 1
4qu —3

n

Soit (u,)la suite numérique définie par u, =4 et pour tout neN:

un+1 =
n

1 /a/ Montrons par récurrence que : (VneN) u >3.
e Initialisation : Pour n=0, on a : u, =4donc u, >3 .

e Hérédité : Soit n e N, supposons que u, >3 et montrons que u,,, >3 .

4du, -3 u, —3
Ona:u, —3=——-3=-" :
un u"L
u, — AN
Comme u, >3, alors >0dou: u, 6 >3.
u

n

e Conclusion : D’apres le principe de récurrence on déduit que (VneN) u, >3 .

(1, =, ~3)

b/ Montrons que : (VneN) wu,  —u, = —

uﬂ
Soit ne N .
4u” -3 4un -3- UTZZ _ui + 4’U,n -3
On a: uTL+1 _un = _U/n = =
un un un
—(u, —)(u, —3) —u’+3u +u —3 —u’+4u —3
Et puisque (un )(un ) — un un un — un Un
U’n u” un
—(u, —D(u, —3
Alors (VneN) wu,, —u, = (u, = 1)(u, = 3) _
i

n

¢/ Montrons que la suite (u,) est décroissante et déduisons qu’elle est convergente.

*/ Soit ne N, déterminons le signe de u,,, —u,

~ —(u, —1)(u, -3)
= - )

n

Nous avons u,,, —u,

Comme u, >3, alors : u, >0, u,—3>0et v, —1>2>0.

—(u, =1)(u, = 3)
U

n

Donc <0.Cest adire: (VneN) wu,, —u, <0.

Donc la suite (u,)est décroissante.

*/ Puisque la suite (u,)est décroissante et minorée (par 3) alors elle est convergente.

2 /a/ Montrons que : (VneN) u

n+l

3%(%_3) .

Soit ne N,
_3=UT3 ey >3,
Uu

n

Ona: u

n+1

Donc iSiet u, —3>0.
u

n

w

Donc i><(un—3)£ i><(un—3) .
U 3

n

Dou : (VneN) u BSé(u -3) .

n+1 n

b/ Montrons que : (VneN) u, —3S(éj bestcours.net




0
1
e Initialisation : Pour n=0, ona: u,—3=2-3=1donc uO—BS(gj .

n n+1
1
e Hérédité : Soit n e N, supposons que u, —3 S(éj et montrons que u ,—3< (—j .

3

n n+1

Ona: un—3£(ij , donc i(un—é’)ﬁ(ij .
3 3 3

Et puisque u

n+1

1 1 n+l
3<—(u,—3),alors u,, —3<|=| .
3 3

) ) 1 n
e Conclusion : D’apres le principe de récurrence on déduit que (VneN) u, —3< (gj

¢/ Déterminons lim u, .

n—>+oo

On a (VneN) un—3ﬁ(éj .

Ou encore (VneN)

u7b—3|S(é) car ( (VneN) u,-3>0).

Et puisque lim (ij =0 (car—I< é <1).

n—+o\ 3

Alors lim u, =3 .

n—>+0

u —3
3 /On pose pour tout neN: v =—-

n

u —1

a/ Montrons que (v,) est une suite géométrique

Soit ne N .
u’L - 3 u’L - 3
U, —3 u, u, u, —3 u,—3 1
Ona: Uye1 = = = = = ==, .
=1 =3 3w, -3 3u -3 3(u,-1) 3
u’n u’n
1 u,—3 4-3 1
Ainsi la suite (v,)est géométrique de raison ¢ = 3 et de premier terme : v, =— ] :—1 :g
U, — -

b/ Exprimons v, puis u, en fonction de n .

Soit ne N,

e Puisque la suite (v,)est géométrique, alors : v, =v,xq" .

n n+l
donc : v, =i>< i Do v, = l )
3 3 3

e Ecrivons u, en fonction de n.

Ecrivons premierement wu, en fonction de v, .

u —3
Ona: v, =——cuv,(u,-1)=u, -3
u, —1
S, Xu, —u, =v, —3
<u, (v, —-1)=v,-3.
. v —3
Dot u, == :
v —1

g bestcours.net




n+l
) -
\3)
n+l )
5) -
3
¢/ Retrouvons la valeur de la limite de (u,) .

n+1
L
3 0-3

On a: lim u, = lim = (car—1<§<1 ).

) n+1
N—>+0 N—>+0 0-1
3

D’ou limu,=3.

n—>+0

n+l1
Et puisque v, =(§j , alors u, =

Exercice 2
1/ Résolvons dans C I’équation suivante 122 -42+13=0
Le discriminant de cette équation est : A =(—4)* —4x13=-36 = (6i)?.

Les solutions de cette équation sont z; = 4_T6I =2-3let 7, = 4-;6| =2+3i

2/ Dans le plan muni d’un repere orthonormé direct (O;l];\?) , on considere les points A, Bet C d’affixes

respectives a=6+2i, b=2+3i et c=5-2i.
Soit z'l’affixe du point M 'I'image du point M (z) par la rotation R de centre Q(1—i)et d’angle 8 = —%.

a/ Montrons que zZ'=—-iz+2.

i-=

On sait que z2'-z,=(z-12,)e 2
Clest-a-dire z2'-(1-1) = (Z -1+ i)x (1)
Ou encore z'-1+i=-iz+i+1
Dou z'=-iz+2
b/ Vérifions que le point C est I'image du point B par la rotation R .
11 suffit de montrer que ¢=—ib+2
Nous avons : —ib+2 :—i(2+3i)+2
=-21+3+2
=-21+5
=C
Donc C est I'image du point B par la rotation R.

c—-a .
=i

¢/ Montrons que

c-a 5-2i—-(6+2i)
b-a 2+3i—(6+2i)
14
T4
_i(i-4)
-4

=i

Nous avons :

d/ Déduisons que le triangle ABC est rectangle et isocele en A.

a .
Nous avons : b— =i
-a bestcours.net




Donc arg [E:—aj =arg(i)[27] et :;:ZI =|i|
C’est-a-dire (ﬁ, A—C) = z[27r] et AC =1
2 AB

Donc (AC) L (AB)et AC = AB

D’ou le triangle ABD est rectangle et isocele en A.
Exercice 3

On tire au hasard, successivement et sans remise deux boules de I'urne.
Soit les évenements suivants :

A : les deux boules tirées portent le numéro 1

B : Obtenir une boule blanche dans le premier tirage
1/ Montrons que P(A) :%.
L’éventualité Q est un arrangement sans répétition de 2 éléments parmi 5.

Donc Card (Q) = A52 =5x4=20

L’événement A est réalisé si on obtient le tirage de la forme : {1;1}
Donc Card (A) =A =2

Dot p(ay- S4A) 2L
~Card(Q) 20 10

2/ Calculons P(B)et montrons que P(ANB) :%.

*/ Lévenement B est réalisé si on obtient les tirages de la formes : <{B; B} ou {B; R}
Donc Card(B)=A} + Ajx A, =12

Card (B

Dot pgy= 2d(B) 12 _3

Card(Q) 20 5

*/ L’événement AN B est réalisé si on obtient le tirage : {Bl, Rl}
Donc Card(Am B): AxA =1

D’ou P(Am B) :M — 1

Card(Q) 20
3/ Déterminons si les événements A et B sont indépendants
Nous avons P(A)xP(B) = i><§ = iet P(ANB) _1
10 5 50 20

Puisque P(A)xP(B) = P(ANB)

Alors les événements A et B ne sont pas indépendants.

4/ Soit X la variable aléatoire qui égale le produit des numéros tirées.
Précisons la loi de probabilité de X et calculons E(X).

*/ On a 4 possibilités pour X :

X =0si une boule tirée porte le numéro 0

X =1si les deux boules tirées portent le numéro 1

X =2 si une boule tirée porte le numéro 2 et l’autre porte le numéro 1

X =4si les deux boules tirées portent le numero 2

tco%rs net

*/ On résume les tirages possibles pour obtenir ? %ans tableau suivant :




X 0 1 2 4
les tirages {0;1} {1.1} {2.1} {2.2}
possibles pour ou{O; 2} ’ ’ ’
obtenir X

*/ Déterminons la loi de probabilité de la variable aléatoire X

P(X:O)=2Afoé+2Aileé_£_i

Ag 20 10
A
PO =)= Az 20 10
2k 8 _ 4
PX=2= A 20 10

B 21
P _4)_A§ 20 10

*/ Une autre méthode pour calculer P(X =4)
On sait que P(X =4)+P(X =2)+P(X =1)+ P(X =0) =1
Donce P(X =4)=1-P(X =0)— P(X =1)— P(X = 2)

C’est-a-dire P(X =4)=1 —i—i_ 4
10 10 10
Ce qui donneP(X =4)=—
q (X =4) 10
*/ On résume la loi de probabilité de la variable X dans le tableau suivant :
X =k 0 1 2 4
P(X =k) 4 L 4 1
10 10 10 10

*/ Calculons I'espérance E(X)

On sait que E(X)=0xP(X =0)+1xP(X =1)+2xP(X =2)+4xP(X =4)

1 8 4

=0+—+—+—

10 10 10
13
10

Exercice 4
Dans l'espace rapporté a un repere orthonormé directe(O i IZ) on considere les points A(—l; 1, 1), B(?;—5;5)
et le plan (Q) d’équation2x—-3y+4z+5=0

Soit (S)la sphére du diameétre [AB]

1/ Montrons que (S)est de centre Q(B; —2;3) et de rayon R= J29.
La sphere (S)du diametre [AB] donc :

Xan+Xg . YatTYp.ZpotZp
2 2 2

Son centre est Q( jle milieu de

Son rayon est R = % le milieu de [AB]

147 1-5 1+5)et o 06 =) + (Y = Ya)* + (25 - 24)°

Nous avons Q( > ; 5 ; >
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Doan(3' —2'3) et R= \/(7+1)2 +(_5_1)2 * (5_1)2 = \/m = @
C 2 2

2/ Déduisons que I’équation cartésienne de (S) est X2 + y2 +272—6x+ 4y-62-7=0
La sphere (S)est de centre Q(3; —2;3) et de rayon R = V29 done son équation cartésienne est :
(x=3)2 +(y+2)% +(2-3)* =29
Ou encore : X*—6X+9+Yy°  +4y+4+2°-62+9=29
Finalement : X*+y*+2*—6x+4y—-6z—-7=0
3/ Montrons que I’équation cartésienne du plan (P) tangente a (S)au point Aest 4x—3y+2z+5=0
L’équation cartésienne du plan (P) s’écrit sous la forme ax+by+cz+d =0
Puisque le plan (P) est tangente a (S)au point Aalors le vecteur AQ est un vecteur normal au plan (P)
Nous avons E(4;—3; 2)
Donc I’équation cartésienne du plan (P) s’écrit 4x—3y+2z+d =0
Il reste a trouver d, on a Ae(4x—-3y+2z+d =0) donc 4x(-1)-3x1+2x1+d =0
D’oud =5ainsi ’équation du plan (P)est 4x-3y+2z+5=0
4/ Montrons que le plan (Q) est tangente & (S)en un point C puis déterminons les coordonnées de C.
*/ On compare la distance d (Q;(Q)) avec le rayon R = J29 de la sphere.
~ 2% —3Yq +42¢ +5)
N T
_ |2><3—3><(—2) +4><3+5| _ 29 _J29
J22 +(-3)% + 42 V29
Puisque d (Q;(Q)) = Ralors le plan (Q) est tangente a (S)en un point C
*/ On pose C(X;Y;2)

On sait que d (Q;(Q))

Cest-a-dire d(Q(Q))

Nous avons C est le point d’intersection de la spheére (S)et le plan (Q)

De plus on a Fl(2;—3; 4) est un vecteur normal au plan (Q)

Donc les vecteurs @(x—& y+2;z-3)et ﬁ(2;—3; 4) sont colinéaires et C € (Q)
Donc il existe k € R tel que QC =kn et C e (Q)

x—3=2k x=2k+3
D’ou y+2=-3 ou encore y=-3k-2
z-3=4k z=4k+3
2x—-3y+4z+5=0 2(2k+3)—3(—3k—2)+4(4k+3)+5:O
x=2k+3 k=-1
. y=-3k-2 x=2k+3=1
C’est-a-dire d’ou
z=4k+3 y=-3k-2=1
29k +29=0 z=4k+3=-1

DoncC(L1,-1)

Probléme

A/ Soit g la fonction définie sur ]0;+oo[par g(x) =1—x+xIn(x)

1/ Calculons g'(x) et déduisons que la fonction g est décroissante sur ]0;1] est croissante sur [1; +OO[.
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Soit x € ]0;+00[ on a : g'(x) =(@—x+xIn(x))'=0-1+(xIn(x))’
=—1+(X"In(x) + xIn'(x))
=-1+In(x) + Xx%
=In(x)

*/ Soit X & |0; 0]

Nous avons : g'(x) =In(x)

Donc si X e ]0;1] alors In(x)=g'(x) <0

Et si X e[L+oo[alors In(x) =g'(x) >0

D’ou la fonction g est décroissante sur ]0;1] est croissante sur [1; +OO[.

2/ Calculons g (1) déduisons que g(x) >0 pour tout Xe€ ]0;+oo[ .

*/ Nous avons ¢g(1)=1-1+1In1=0

*/ Puisque la fonction g est décroissante sur ]0;1] est croissante sur [1; +oo[7 alors

9(x) = g(1) pour tout X e ]0;+o0[ .

Or g(1) =0alors g(x)=0pour tout X e ]0;+o0] .

B/ On considere la fonction numérique f définie sur [0;e[ U Je;+oo| par :

1
f(0)=0 et f(X)=x+———, i Xe|0;e[ U |&;+0
(0) =X+ J0;e[ W Je;+oo
Soit (Cf) la courbe représentative de la fonction fdans un repére orthonormé (0;7; )

1/ a/ Calculons lim f(x)et lim f(x) puis interprétons géométriquement les résultats obtenus.
x—e" X—>e"

*/ Nous avons lim f(x)= lim x+
x—e" x—e" 1-In(X)

Puisque lim1-In(x)=0" (car x>e=1-1In(x)<0)
x—e"

Alors  lim
x—e" 1—1In(X)

Or lim x=e donc lim f(x)=-o0
x—e" x—e’

*/ Nous avons lim f(x)= lim x+
X—e” x—e 1-1In(x)

Puisque lim 1-In(x) =0" (car x<e=1-In(x)>0)
X—e"

Alors  lim
x—e 1—1In(x)

Or lim x=e donc lim f(x)=-+w
X—e" X—e"

Interprétation géométrique :

La droite d’équation X=e€ est une asymptote verticale de la courbe (C;)
b/ Montrons que la droite (A) d’équation y = x est une asymptote a (C;) au voisinage de +o©.

11 suffit de montrer que lim f(x)—x=0
X—>+0

1—In(x)J_x = iy =0 (Car fim 1=InGg = —<0)

D’ou la droite (A) d’équation y = X est une asyggt%tggl{& )nﬁltvoisinage de +o0.

Nous avons lim f(x)—x= lim | x+
X—>+00 X—>+00




¢/ Etudions la position relative de (A) et (C;).

*/ Soit x e |0;e[ U Je;+oo]

Nous avons : f(X)—X=(X+

1 e 1
1-In(x) 1-In(x)
*/ Puisque on a :

f(X)=x>0<1-In(x) >0
< In(x) <1

‘\;_'J»J-:U-.
AT N

< X<e
et f(X)-x<0«<=1-In(x)<0
< In(x)>1
> X>e€
Alors :(C; ) est au-dessus de (A) sur l'intervalle ]0;6[ ,

(C;)est en dessous de (A) sur 'intervalle ]e;+oo[

2/ a/ Montrons que f est continue & droite en 0.

Nous avons : lim f(x)= lim| x+
x—0" x—0"

1-— |n(X)J - XIL[BL 1— In(X) =0=f (O) (Car XILrQ+1— In(X) = +00 )

Donc f est continue a droite en 0.

b/ Etudions la dérivabilité de f & droite en 0 et interprétons géométriquement le résultat obtenu.

1
X+
Nous avons : lim M: lim ﬂ: lim 1+;: lim 1+; Puisque
x>0"  x-0 X—0" X x>0 X(1-In(x)) x>0 x—xIn(x)
lim xIn(x) =0 alors lim x—xIn(x)=0"donc lim M:+oo
x—0" x—0" x—0* Xx—0

Donc la fonction f n’est pas dérivable a droite en 0

Interprétation géométrique :

Nous avons lim M
x—0* Xx—0

=+ooce qui signifie que la courbe (Cr) admet une demi-tangente verticale dirigé

vers le haut au point d’abscisse 0.

3/ a/ Montrons que f '(x) :1+;2pour tout X e ]0;e[ U ]e;+oo] .

X1 —In(x))
*/ Soit x e |0;e[ U Je;+oo]
/ 0-1
Nous avons : f '(X):(X+ ! ] =1- (1_In(x))2' =1- X > =1+ ! 5
1-In(x) (1-In(x)) (1-In(x)) x(1-In(x))

b/ Dressons le tableau de variation de f.

T [ +o0

(0
f'(z) + +

f(x)
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¢/ On donne :

X 3.4 35 36 |37
f(x) | -1.06 | —0.45 | 0.04 | 0.45

Montrons que 'équation f(x)=0admet une solution unique « sur I'intervalle ]e;+oo[et que 3.5<a<36.

On a la fonction f est continue et strictement croissante sur ]e;+oo[

De plus et d’apres le tableau précédent on a f(3.5)x f(3.6) <0

Donc d’apres T.V.I I'équation f(x)=0admet une solution unique « sur l'intervalle ]6;+00[et que 3.5<a<3.6.
4/ a/ Montrons que I’équation de la tangente (D)a (C;)au point d’abscisse 1 est y =2x

L’équation de la tangente (D)a (C;)au point d’abscisse 1 est donnée par :(D): y= f'(Q)(x-1)+ f (1)

“2 et fil)=1r— -2
1-InQQ) 1(1-In(1))®

Donc (D): y=2(x-1)+2finalement (D): y=2x

Or f(1)=1+

b/ Montrons que f(X)>2x pour tout X € ]O;G[et interprétons géométriquement le résultat obtenu.
*/ Soit x e |0;¢e[

1 _X_l—x+xln(x)_ a(x)
T1-In(x) © 1-In(x)  1-In(x)

Nous avons : f(x)—ZX:(x+ﬁJ—2x
*/ Puisque on a g(x) >0 (d’apres la question A/ 2/)
et 1-In(x)>0car X<e

Alors : f(x)—2x<0

D’ou f(x)>2x pour tout Xe ]O;e[

Interprétation géométrique :

Nous avons f(X)>2x pour tout Xe ]O;e[cela signifie que la courbe (C;) est au-dessus de la droite (D)sur
I'intervalle ]O;e[

5/ Construisons, dans le repere (O;f;]) la courbe (C;) et la droite (D). (le point I(e™; f(e™)) est un point
d’inflexion de (C;)et =27 , e'=04)
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n@ 3

6/ a/ Montrons, a l'aide d’une intégration par parties, que I xIn(x)dx = TS

2
1 1 x2
Nous avons j xIn(x)dx = jl (X?)'In(x)dx
p P

1

Donc ﬁ x|n(x)dx{x—22|n(x)} —ﬁ(x—;)(m(x))'dx
2 2

1 NI

=

X2 1 %21
= —In(x)| =], (—=)=dx
5 In() j;(z)X

[l AN

2

X 1t

= —In(x)| ==, xdx
2 ) ZJ‘;

2 7
X 1] x
1 Xy | -2 X
2 ()3 2|:2}1

[l YIS

1
= —Zln(x)—x—z}
1

11

=0-778"G )+ 16

_ 3 I(2)_|n(2) 3
16 16

1
b/ Montrons que 2x < f(x) < x+1-xIn(x) pour tout Xe {E;l}
*/ Nous avons d’apres une question précédente f(x)>2x pour tout X e ]O;E[

1
Donc en particulier f(X)>2x pour tout Xe ‘:5;1}
. 1
Il reste a montrer que f(x)<x+1-xIn(x) pour tout Xe E;l
. 1
I suffit de montrer que f(x)—(x+1-xIn(x)) <0 pour tout xe E;l

*/ Soit X e 1;1
2

1 1
( Iz In(X)]—(x+1—x In(x)) = 0o —(1-xIn(x))

_1- (1-xIn(x))(1-1In(x))

Nous avons f(x)—(x+1-xIn(x))

1-In(x)
1—(1— In(x) - xIn(x) + In2(x))
1-1In(x)
(ln(x) +xIn(x) - x In2(x))
1-In(x)

_ (1+x)In(x) ~x In?(x)
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Puisque X <lalors In(x)<0et 1-In(x) >0
Donc (1+x)In(x) <0 ; —x IN2(x) <0 et 1—In(x) >0

Par conséquent (1+x)In(x)—x In?(x) <0 et 1—In(x) >0

D’ol f(X)—(X+1—X|n(X))£O pour tout Xe{%;l}

Ainsi 2x < f(X) < x+1-xIn(x) pour tout Xe [%;1}

¢/ Soit A Taire de la partie du plan délimitée par la courbe (C¢), I'axe des abscisses et les droites d’équations

x=letx=1.
2

Montrons que 3 <A< 7 —@ .
4 16 8

On sait que l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), I'axe des abscisses et les droites

1
d’équations x = % et x = lest : A:I1| f (x)|dx
2

1
Nous avons 0<2x< f(x) < x+1-xIn(x) pour tout Xe [E;l}

Donc A=ﬁ|f(x)|dx=ﬁf(x)dx et [r2xdx < [1 (< [; (x+1-xn(x))dx
2 2 2 2 2

Donc [xz]z <A< E(x+1) dx —Exln(x)dx
2 2 2

1
1 2 In(2
Donc d’apres la question 6/ a [Xz] <AL {X?+ x} _(%_%j
1

17 _In@)
16 8

Donc 1—££ A£1+1—1—1— @—i . D’ou finalement §SA
4 2 8 2 8 4
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Examen blanc

Sujet N ° 4

Matiere : Mathématiques
Classe : 2 Bac SVT&SPF

Année scolaire : 2024/2025

Durée : 3 heures

Instructions générales

e [’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée ;
e Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant 1’ordre qui lui convient ;
e [’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter.

Composantes du sujet

L’épreuve est composée de quatre exercices et un probléme indépendant entre eux et répartis

suivant les domaines comme suit :

Exercice Domaine Bareme
Exercice 1 Suites numériques 02 points
Exercice 2 Calcul de probabilités 03 points
Exercice 3 Nombres complexes 03 points
Exercice 4 Géométrie dans 1’espace 03 points
Probleme Etude d’une fonction numérique 09 points

Notation : In désigne la fonction logarithme népérien.
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Exercice 1

Soit [ la fonction numérique définie sur [ = [—1;2] par : f(z)= 1o +32 .
T+

On consideére la suite numérique (u,) définie par u, =1 et u, , = f(u,) pour tout neN.

n+l
1/ Etudier les variations de la fonction fsur I .

2/ Montrer que f(I)c 1 .

3/ Montrer par récurrence que : (VneN) —1<uy <2.

_ —(u, +1)(u, —2)

4/ Montrer que : (VneN) u
u, +2

n+l ~ n

5/ Etudier la monotonie de la suite (u,) .

6/ En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 2

Un sac contient :

*quatre boules rouges numérotées 2-1-1-1.

* cing boules vertes numérotées 2-2-1-1-1.

(Les boules sont indiscernables au toucher).

1/ On tire au hasard, successivement et sans remise trois boules de sac.
Soit les évenements suivants :

A * les trois boules tirées portent le méme couleur *

B * les trois boules tirées portent le méme numéro *

1 1 1 11
a/ Montrer que P(A)==, P(B)==, P(AnB)=—et P(AUB)=—.
/ que P(A) 5 (B) 1 ( ) 5 ( ) >3

b/ Calculer P,(B).

2/ On tire simultanément trois boules de sac et soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe la
somme des numeéros tirées.

Préciser la loi de probabilité de X puis donner E(X).

Exercice 3

1/ Résoudre dans C I’équation suivante : 22 -62+10=0

2/ Dans le plan muni d’un repere orthonormé direct (O;ﬁ ;\7) , on considere les points A, Bet C d’affixes

respectives a=2—\/§, b=3—iet c=b.

a:1+i.

a/ Montrer que c-

b/ En déduire que (EE) E%[Zﬂ']

20
¢/ Montrer que [ﬁj =-2"
b-a

3/ Soit R la rotation de centre O et d’angle 377[

a/Montrer que l'affixe du point D I'image du point B par la rotation Restd =-1-3i
b/ En déduire la nature du triangle OBD
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Exercice 4

Dans 'espace rapporté a un repere orthonormé directe (O;T; 1; IZ)7 on considere les points
A(-2;0;4), B(-1;2;1) et Q(-10;2).
1/ Montrer que 1’équation cartésienne de la sphere (S)de centre Q est passante par Aest :
X2 +y*+2°+2x-42=0
X=a
2/ Soit (D) la droite définie par la représentation paramétrique : <y =-2a (a €R)
z1=-3-4a
a/ Calculer d(Q;(D))et en déduire que la droite (D)est tangente a la sphere (S)
b/ Montrer que B e (D)et (QB) L (D)

¢/ En déduire les coordonnées de H le point de contact entre (D)et (S)

Probleme

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =

3 -1
e*+1

On désigne par (C,)la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O;T;]).

A/ 1/ a/ Calculer lim f(x) , lim f(x) et interpréter graphiquement les résultats obtenus.

4e*
(e* +1)?

2/ a/ Montrer que pour tout réel X, f'(X)=

b/ Dresser le tableau de variations de f
¢/ Résoudre dans R I’équation f(x)=0
3/ a/ Justifier que la tangente (T)a la courbe (C,)au point d’abscisse 0 a pour équation y=x+1

b/ Pour tout réel X on pose g(x)= f(x)—(x+1)

X

2
€
Montrer que pour tout réel X, g'(X) :—[ - J puis calculer g(0).

e +

¢/ Dresser le tableau de variation de g et en déduire le signe de gsur R
4/ Tracer (C,)et (T) (on prend In3=1.1)

B/ 1/ a/ Montrer que pour tout réel X, f(x)=x< g(x)=-1

b/ En déduire que la droite (A) d’équation y = x coupe la courbe (C;)en un unique point d’abscisse « tel
que 2<a <3
4e*
e’ +1

2/ a/ Montrer que pour tout réel X, f(x)=-1+

b/ Calculer l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), 'axe des abscisses et les droites

d’équations x = 0 et x = [n 2.
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Correction
Exercice 1
de+ 2

Soit f la fonction numérique définie sur 1 :[—1;2] par : f(z)= p
T+

On considere la suite numérique (u,) définie par u, =1 et u ,, = f(u,) pour tout neN.

1/ Etudions les variations de la fonction fsur I .

4r+2

P est dérivable sur ]—oo;3[u]3;+oo[ , en particulier la fonction fest dérivable sur I . De
T+

La fonction z

4 2

1 3 10 0
= >

(:E+3)2 (:E+3)2

plus (‘v’x € I) f(z)=

Donc f est strictement croissante sur I .
2/ Montrons que f(I)c 1 .
Puisque f est strictement croissante sur I, alors f(I) :[f(—l);f(2)] :[—1;2] =1.
En particulier on a : f(I)c 1.
3/ Montrons par récurrence que : (VneN) —1<u, <2.
e Initialisation : Pour n=0, ona: u,=1donc —1<u,<2.
e Hérédité : Soit n e N, supposons que —1<u, < 2et montrons que —1<u,,, <2.
Ona: —-1<u, <2 cest-a~dire v, € I donc f(u,)e f(I) .
C’est-a-dire u,,,€l. Dot : -1<u,, <2.
e Conclusion : D’apres le principe de récurrence on déduit que (VneN) —1<u <2.

_ —(u, +)(u, ~2)

4/ Montrons que : (VneN) u

n+l ~ n

u, +2
Soit neN .
du, +2 du, +2-u (u, +3) —u’+u +2
On a: un+1 _un = —u, = =
u, +3 u, +3 u, +3
—(u, +)(u, —2)  —ul+2u,—u, +2 —u +u,+2
Ft puisque (un )(un ) — un un un — un Un
u, +2 u, +2 u, + 2
p— _(u’fL + 1)(“’7}, - 2)

Alors (VneN) u

n+1 n

u, +2
5/ Etudions la monotonie de la suite (u,) .

*/ Soit ne N, déterminons le signe de u,,, —u,
_ —(u, +D(u, =2)

Nous avons v, , —u,
u, +2
—(u, +1 -2
Comme —1<u, <2, alors (v, )(Z” ) >0dou: (VneN) wu, , —u 20.
u, +

Donc la suite (u,) est croissante.
6/ Déduisons que la suite (u,)est convergente et déterminons sa limite.
Puisque la suite (u,)est croissante et majorée (par 2) alors elle est convergente et sa limite [ vérifie f(I)=let

lel.
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4+2
[+3

Ona: f()=l< l

<S4l+2=1(1+3)

S -P+1+2=0

<Sl=-1ou l=2.
Et puisque la suite (u,) est croissante, alors [>wu, donc [=2.
Exercice 2
1/ On tire au hasard, successivement et sans remise trois boules de sac.
Soit les évenements suivants :
A * les trois boules tirées portent le méme couleur *

B * les trois boules tirées portent le méme numéro *

1 1 1 11
a/ Montrons que P(A)==, P(B)==, P(AnB)=—et P(AUB)=—.
/ que P(A) 5 (B) 2 ( ) 5 ( ) 28

L’éventualité Q est un arrangement sans répétition de 3 éléments parmi 9.
Donc Card (Q)= A} =9x8x7 =504
*/ L’évenement A est réalisé si on obtient des tirages de la forme : {R; R; R} ou {V;V;V}
Donc Card (A)= A’ + A> =84
Card(A) 84
Card(Q) 504

Dot P(A) = %

*/ L’évenement B est réalisé si on obtient des tirages de la forme : {1; 1 1} 0u{2; 2, 2}
Donc Card(B)=Aj+ A =126

D'oit P(B)= Card(B) 126 1
Card(Q) 504 4

*/ L’événement A B est réalisé si on obtient des tirages de la forme : {RLRLRL} ou {V1,V1V1}

Donc Card (ANB)= A+ A =12

Card(AnB) 12 1
Card(Q) 504 42

*/ On sait que P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)

Donc P(AU B)=1+1—i— 11

6 4 42 28
b/ Calculons P, (B) .

Dot P(ANB) =

1
On sait que P,(B) =%. Donc P,(B) =%=4—12=%
6
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2/ On tire simultanément trois boules de sac et soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe la
somme des numéros tirées.

Précisons la loi de probabilité de X

*/ On a 4 possibilités pour X :

Les trois boules portent le numéro 1, donc X =3

Deux boules portent le numéro 1 et une boule porte le numéro 2, donc X =4

Deux boules portent le numéro 2 et une boule porte le numéro 1, donc X =5

Les trois boules portent le numéro 2 donc X =6

*/ On résume les tirages possibles pour obtenir X dans le tableau suivant :

X 3 4 5 6
les tirages
possibles pour {111 {1,1,2} (2,21 {2;2;2}
obtenir X
*/ Déterminons la loi de probabilité de la variable aléatoire X
P(X=3)= & D_5
cs 84 21
2
P(X :4)_CGC3 45 _15
cs 84 28
CiCs 18 3
P(X :5):3_36:_:_
Cy 84 14
c; 1
P(X=6)=—=—
( ) cd 84

9

*/ Une autre méthode pour calculer P(X =6)
O sait que P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)+P(X =6)=1
Donc P(X =6)=1-P(X =3)—P(X =4)—P(X =5)

C’est-a-dire P(X =6)=1 —E—E_ 3
21 28 14
1
Ce qui donneP(X =6)=—
q (X=6)=o,
*/ On résume la loi de probabilité de la variable X dans le tableau suivant :
P(X =k) S 15 3 1
21 28 14 84

*/ Calculons I'espérance E(X)

On sait que E(X)=3xP(X =3)+4xP(X =4)+5xP(X =5)+6xP(X =6)

15 60 15 6
=t —t+ =
21 28 14 84
=4

Exercice 3
1/ Résolvons dans C 1'équation suivante 122 -62+10=0
Le discriminant de cette équation est : A = (=6)? —4x10 = —4 = (2i)?.

: ) : 6+2i . 6—2i :
Les solutions de cette équation sont z; =——=3+iet z, =——=3—1

2
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2/ Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O;l];\?) , on considere les points A, Bet C d’affixes

respectives a=2-+2, b=3—ietc=b.
—2 14,
—a
c-a 3+i-(2-2)
b-a 3-i-(2-+2)

1442 +i

_1+«/§—i

(l+\/§+i) l+\/§+i) (1+«/§+i)2 (1+«/§)2+2(1+\/§)i+(i)2

a/ Montrons que ¢

Nous avons :

(
(1+«/§—i)<1+\/§+i) (1+\E)2—(i)2 (1+2\/§+2)—1
_3+2J§+2(1+J§)i—1_ 2+2«/§+2(1+«/§)i

2+22 2+22
_2(1+\E)+2(1+ﬁ)i_2(1+\E)[1+i]_1 _
- 2(1++2) - 2(1++2) -

b/ Déduisons que (ETC) E%[Zﬂ']

Nous avons : ——2 =14+j= \/5(%+£ iJ = \/E(cos(%) + isin(%)j = «/Eei%

—a

Donc arg(ﬂ E%[Zﬂ']

Donc arg (g_—aj =arg [ﬁe'4][27z]
)

C’est-a-dire (ﬁ, A—C) = %[272’]

20
¢/ Montrons que (g—j =-2"

c—a iz
Nous avons b = ﬁe 4
—a

20

20
DOHC [E_—aj [\/EeI“J = \/Ezoeisﬂ = 210 X (—1) = —210

3/ Soit Rla rotation de centre O et d’angle 3?”

a/ Montrons que l'affixe du point D I'image du point B par la rotation Restd =-1-3i

Soit d l'affixe du point D l'image du point B par la rotation R

. 37

Donc d -z, =(b- Zo)el(7

Cest-a-dire d —0=((3-i)—-0)x (i)

)

Ou encore d =-3i—i*=-3i+1
Dou d=-1-3i
b/ Déduisons la nature du triangle OBD bestcours.net




Puisque le point D est I'image du point B par la rotation R

Alors OB=0D et (@(ﬁ) = 377;[272']

DoncOB =0D et (OB) 1 (OD)
D’ou le triangle OBD est rectangle et isocele en O
Exercice 4
Dans l'espace rapporté a un repere orthonormé directe (O;T; 1; IZ), on considere les points
A(-2;0;4), B(-12;1) et Q(-10;2).
1/ Montrons que I’équation cartésienne de la sphére (S)de centre Q est passante par Aest :
X +y*+2°+2x-42=0
Calculons le rayon R de la sphere (S)e
Ona R=0A= \/(XA ~X0)? +(Ya—Ya)? +(2a—120)°
= J(c2+2)% +(0-0)? + (4-2)?
_ 5

La sphere (S)est de centre Q(—l; 0; 2) et de rayon R= /5 done son équation cartésienne est :

(X+1D)?+(y-0)>+(z2-2)* = J5
Ou encore : X* +2X+1+y*+2*—-42+4=5
Finalement : x> +y?+2*+2x-4z=0
X=a
2/ Soit (D) la droite définie par la représentation paramétrique : <y=-2a (a €R)
z=-3-4«a
a/ Calculons d(;(D))et déduisons que la droite (D)est tangente a la sphere (S)
lc6ini
On sait que d(Q;(D)) ="—=
il
C(0;0;-3) e (D) (d’apres la représentation paramétrique de (D))
Donc HGH = \/12 +(=2)% +(-4)? =21

tel que 6(1; —2;-4) est un vecteur directeur de la droite (D) et

. o 2L |1 1]. |1 1]
Nous avons CQ(-1;0;5) donc CQAU= 1— J+ k
5 4 |5 -4 |0 -2
Cest-a-dire CQAU=10i — j +2k
Donc H@Aﬁuz\/loz +(=1)% +2% =+/105 =~/21x~/5
CQAU
Done d(Q; (D)) =1 :*/z’“/gzﬁzR
u V5
b/ Montrons que B e (D)et (Q2B) L (D)
—1:0{ (94
*/ Nous avons B(-12;1)e(D) < (IlaeR)/{2=-2a < (FlaeR)/{a=-1. Donc B e (D)
1=-3-4«a a=-1
*/ Montrons que (QB) L (D)
11 suffit de montrer que UQB =0 bestcours.net




Nous avons U(L;—2;—-4) et QB(0;2;—1) donc UQB =1x0+(-2)x 2+ (—4)x(-1) =0
Donc (Q2B) L (D)

¢/ Déduisons les coordonnées de H le point de contact entre (D)et (S)

Soit H le point de contact entre (D)et (S)

Donc H € (D)et (QH) L (D)

Donc d’apres la question précédente en déduit que H =B

Par suite H (—1; 2;1)

Probleme

3" -1

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = Ei 1
e+

On désigne par (C,)la courbe représentative de f dans un repere orthonormé ©;i; ).

A/ 1/ a/ Calculons lim f(x) , lim f(x) et interprétons graphiquement les résultat obtenus.

1 1
. eX (B—Xj 3_ =
*/ Nous avons lim f(x) = lim SEX -1_ lim e jim —e" — Iim 3—023
Xt x40 @7 4] xoeo o (1+1j X—>+ool+i x—>+014+0
eX eX

#/ Nous avons lim f(x)= lim > = Jim 2X9=1_ 4
X—>—00 X—>—00 ex+1 X—>—00 O+1

Interprétation géométrique

*/ Nous avons lim f(x)=3

X—>+0

Donc la droite d’équation y =3est une asymptote horizontale a la courbe (C,)au voisinage de 400
*/ Nous avons lim f(x)=-1

Donc la droite d’équation y =-1est une asymptote horizontale a la courbe (C,)au voisinage de —oo

4¢e”
2/ a/ Montrons que pour tout réel X, f'(X)=-——5
(e +1)

Soit Xe R

o /
Nous avons f '(x) 2(36; _1]
e’ +1

(3e* —1)/ (e +1)—(3e"-1)(e" +1)/
(e +1)2

3e* (eX +1)—(3eX —1)eX
- (e +1) bestcours.net




_ 3e? +3e* -3 +e*
(eX +1)2

b/ Dressons le tableau de variation de f

I —a i} +o0

f'(z) -

f(=) /:;

¢/ Résolvons dans R I’équation f(x)=0

Nous avons f(x)=0<:>3ex _1=0
e’ +1
<3e*-1=0
« 1
oef==
3
1
< x=In(=
)
< x=-1In(3)

3/ a/ Justifions que la tangente (T)a la courbe (C,)au point d’abscisse 0 a pour équation y=x+1

L’équation de la tangente (T)a (C;)au point d’abscisse 0 est donnée par :(T): y = f '(0)(x—0)+ f(0)

0 0
1 et F(0)= o =1
e’ +1 (e"+1)

Donc (T): y=1(x—0)+1finalement (T): y=x+1

Or f(l)=

b/ Pour tout réel X on pose g(x)= f(x)—(x+1)

X

2
Montrons que pour tout réel X, g'(x) = —( 1) puis calculer g(0).

eX
Soit Xe R
*/ Nous avons g'(x) = f'(xX)—(x+1)"
_ e 4" —(e" +1)2 _de* e -2¢" -1
(eX +1)2 (eX +1)2 (eX +1)2
3 _ezx +2e* 1 3 —(ez" —2e* +1) B —(e" —1)2
(e (e1) ()
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2
_ (el
(ex+1j
*/ Nous avons g(0)= f(0)-(0+1)=1-1=0

¢/ Dressons le tableau de variation de g déduisons le signe de gsur R

r |- 0 +oo

4/ Tracer (C,)et (T)

Al=in(3):0)

B }:J‘J OO

B/ 1/ a/ Montrons que pour tout réel X, f(x)=x< g(x)=-1
Soit xeR
Nous avons f(X)=x< f(X)-x=0<= f(X)-x-1=-1<g(x)=-1

b/ Déduisons que la droite (A)d’équation y = x coupe la courbe (C,)en un unique point d’abscisse « tel

que 2<a <3

Il suffit de montrer que ’équation f(X)=Xxadmet une unique solution « tel que 2<a <3
D’apres la question précédente il suffit de déduire qu’il existe un unique réel atel que g(a)=-let 2<a <3

Appliquons T.V.I sur la fonction g sur U'intervalle | = [2;3]

Puisque g est continue, strictement décroissante sur | et g(3)=-1.19<-1<g(2) =-0.48alors -1 g ([2;3])

donc d’apres le T.V.I. il existe un unique réel « t% c(:lgeu r.gS (a —1et 2<a<3




Finalement la droite (A)d’équation y = X coupe la courbe (C,)en un unique point d’abscisse « tel que

2<a<3
, 4e”
2/ a/ Montrons que pour tout réel X, f(x)=-1+— 1
e+
Soit xe R
x  —(e*+1)+4e" X _
Nous avons —1+ 4 = ( ) =3e 1= f(x)
e +1 e“+1 e +1

4e”

X

Donc pour tout réel x, f(x)=-1+
e"+1

b/ Calculons l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), I'axe des abscisses et les droites

d’équations x = 0 et x = [n 2.

Remarquons que la fonction f est positive sur I'intervalle [0;In2] (car f ([O; In 2]) = {1%})

Donc l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C;), I'axe des abscisses et les droites d’équations :

x=0etx=1In2est: A=I;n2f(x)dxx‘M‘x“]“

dx

In2 In2 3pX _
Nous avons '[ . f(x)dx = .[0 36)( 11
e" +

In2 X
:In -1+ ae dx
0 e’ +1

:j'"T-lMMde

0 e*+1

[—x+4|n(ex +1)]

—In2+4In3-4In2
4In3-5In2

Ainsi : A=(4In3-5In2)x ]

In2
0
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